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RESUMEN

El principal objetivo de este trabajo es el estudio cosmolégico de diferen-
tes teorfas que presentan campos escalares, principalmente los modelos inspi-
rados en la teoria de cuerdas. En este trabajo se interpretan a los campos es-
calares como materia y energia oscura del Universo, usando potenciales efec-
tivos del tipo e?, ¢? v cosh ¢. De esta manera se realiza un estudio de la evolu-
cion de los parametros de densidad que componen al Universo, comparandolos
con los datos proporcionados por las observaciones actuales, las cuales restrin-
gen el espectro de pardametros fuertemente. Posteriormente se estudia la esta-
bilidad de estos modelos utilizando la matematica de los sistemas dinamicos,
donde se encuentran soluciones del tipo atractoras dominadas principalmente
por energia oscura. Este estudio permite descartar una gran cantidad de mode-

los que contienen dichos campos.

ABSTRACT

The main objective of this work is to do a cosmological study of differ-
ent theories with scalar fields, mainly from models inspired by string theories.
In this work we interpreted the scalar fields like matter and dark energy of the
Universe, having used effective potentials of the type e?, ¢? y cosh¢. In this
way, we made a study of the evolution of the density parameters that compose
the Universe, comparing them with the data provided by the present observa-
tions, which restrict the spectrum of parameters strongly. Later we study the
stability of these models using the mathematics of the dynamic systems, where
are mainly dominated by atractor solutions of the type by dark energy. This

study allows to discard a great amount of models that contain these fields.
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CapiTULO 1
o p

Introduccion

Uno de los enigmas mas fascinantes en la fisica,es el problema de la exis-
tencia de materia oscura en el Universo. La mayoria de los astrénomos, cosmélo-
gos y gente dedicada al estudio de la fisica de particulas estdan convencidos que
al menos el 23 % del total de la masa del Universo, es algtin tipo de materia no-
luminosa, comunmente conocida como “materia oscura”. Sin embargo, a pe-
sar de que la existencia de este tipo de materia fue sugerida hace 72 anos, atin
no se sabe su composicién.

ACDM (materia oscura fria con constante cosmoldgica) es el modelo mas
aceptado para la descripcion del Universo, este ha sido probado a niveles cos-
moldgicos con gran éxito, por ejemplo, simulaciones nimericas sobre la forma-
cion de estructura de las galaxias, cimulos de galaxias y mas, estan deacuerdo
con la mayorfa de las observaciones astronémicas. Este también predice las fluc-
tuaciones en las temperaturas de microkelvin de la radiacion césmica de fondo
del Universo observado. Estas dos predicciones son principalmente el gran éxi-
to de este modelo cosmoldgico. Sin embargo, en este modelo ain existen incon-
sistencias con las observaciones a nivel galdctico, 6 los resultados de las pruebas
son inciertos ¢ indican un desacuerdo con lo esperado por la teoria. Por ejemplo,
existe una sobreproduccién de sub-estructuras galacticas (galaxias pequenas, ir-
regulares, enanas esferoidales) que giran alrededor de unidades mayores, lo cual
no se observa en el Universo. Ademas, los perfiles de densidad de los halos de
materia oscura deberian exhibir un “pico” en el ntucleo, en el cual la densidad
aumenta abruptamente conforme la distancia decrece hacia el centro, en con-
traste con las regiones centrales de varios sistemas observados. Varias ideas han
sido planteadas para resolver las discrepancias aparentes, sin embargo tal pro-

blema ain sigue abierto a la comunidad cientifica.
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Por otro lado, existe la posibilidad de que todas estas inconsistencias
puedan resolverse suponiendo que la materia oscura es un campo escalar mas
que una particula. Este paradigma se deriva del hecho de que todas las teorias
unificadas de la fisica contienen campos escalares. De entre los mas conocidos
estan el Higgs, Inflaton, Dilatén, Radién, etc. Todos estos son campos escalares
necesarios para que las teorias y los modelos sean matematica y fisicamente con-
sistentes. Con el descubrimiento de la energia oscura muchos autores han rela-
cionado estos campos escalares y su energia con grandes logros. En [3] se ha pro-
puesto que el campo escalar con un potencial escalar tipo cosh es la materia os-
cura del Universo, llamando a esta hipotesis Materia Oscura de Campo Escalar
(SFDM). Esta hip6tesis tiene muy buenas caracteristicas, por ejemplo, la SEFDM
no necesita una hipotesis extra para explicar el perfil de densidad plano en el cen-
tro de las galaxias, debido a que los campos escalares tienen una presiéon intrinse-
ca para evitar el colapso en el centro, de esta manera también se resuelve el pro-

blema de formacién excesiva de galaxias enanas alrededor de la Via Léctea [4].

Maés atin, uno de los principales problemas que enfrenta la teoria de su-
percuerdas es que usualmente no existe una fenomenologia guiada por los ex-
perimentos reales u observaciones, solo esta soportada en sus matematicas y
consistencia interna. Para mucha gente, una forma de que la teoria de super-
cuerdas pueda hacer contacto con la fenomenologia es a través de la cosmologia
[5]. En esta teorfa existen 6 dimensiones extras formando una variedad interna
compacta tipo Calabi-Yau [6]. El tamano y la forma de esta variedad se mani-
fiesta en las cuatro dimensiones de la teoria efectiva a bajas energias, mediante
una serie de campos escalares (mddulos de la teoria) los cuales ain no han si-
do detectados en la naturaleza. En particular dos campos, el dilaton y el axion,
son los componentes mas importantes de esta teoria, los cuales no se pueden fi-
jar tan facilmente. De hecho uno deberia encontrar una interpretacién para es-
tos campos o dar una explicaciéon de por que no han sido vistos en la natu-
raleza. Una posible interpretacion es que existe un mecanismo para eliminar-
los durante la evolucién del Universo [7]. Por otra parte, una de las interpreta-
ciones més populares para el dilaton es que puede ser la energia oscura del Uni-
verso, p.e. un campo Quintessence [8]. Estas tltimas interpretaciones han sido
posibles debido a que después de una compactificacion no trivial, el campo di-

laténico adquiere un potencial efectivo. Este potencial hace posible comparar el



campo dilaténico con algin otro tipo de materia. En este trabajo se da una nue-
va interpretacién al dilaton suponiendo que éste es la materia oscura del Uni-
verso, esta nueva interpretacién podria ser mas cercana a la realidad cosmolégi-
ca que la interpretacion donde el dilatén es la energia oscura. Se mostrara que
para cosmologias tardias esta propuesta es muy similar a ACDM, sin embargo,
también se encontrard que es necesario anexar un ingrediente mas para recu-

perar la cosmologia realista de la teoria de supercuerdas.

Para tener una idea sobre si esta nueva propuesta es factible, se reali-
zara un analisis dinamico en el cual se podra conocer si existe la estabilidad de
un Universo formado por estos campos escalares. Para aplicar la teoria de sis-
temas dinamicos es necesario escribir las ecuaciones de campo de Einstein co-
mo ecuaciones de evolucién de primer orden (i.e. un sistema auténomo de ecua-
ciones diferenciales ordinarias o parciales dependiendo del contexto). Este for-
malismo matematico ya se ha aplicado a una gran diversidad de problemas y es

muy utilizado para describir y comparar diferentes enfoques.
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Un poco de Cosmologia

La Cosmologia es la ciencia que estudia la estructura a gran escala y la
historia del Universo, donde ‘el Universo’ es todo lo existente con un significado
fisico. Por tanto la cosmologia considera el extenso dominio de galaxias, cimu-
los de galaxias, objetos cuasi-estelares, etc., observables en el cielo por medio
de toda clase de telescopios, examinando su naturaleza, distribucién, origen, y

la relacién existente con su entorno.

El papel principal del Universo consiste en crear un ambiente en el cual las
galaxias, estrellas y planetas se forman, proporcionando un ajuste de tal mane-
ra que, localmente, la fisica y la quimica puedan funcionar permitiendo la evolu-
cion de la vida en los planetas tales como el nuestro. Si el entorno o ambien-
te cosmoldgico hubiera sido sustancialmente diferente, las condiciones locales
serfan diferentes y por tanto, en la mayoria de los casos, no estarfamos aqui,
de hecho ninguna evolucién bioldgica hubiera ocurrido [9]. Por consiguiente la
Cosmologia es de gran interés para la mayoria de la comunidad cientifica, ésta
fija el marco de referencia para el resto de las ciencias, es Unica y esta conside-

rada una ciencia histérica/geogréfica.

La principal diferencia entre la Cosmologia y las otras ciencias es la unici-
dad del objeto a estudiar- el Universo como un todo - junto con el papel de fondo
que juega el resto de la fisica y las demas ciencias. En el estudio del Universo, los
problemas que surgen son acentuados debido a su inmensa escala, al igual que las
extremas energias que ocurren en su inicio. Atn existen ciertas limitantes que no
permiten manipular de manera experimental las condiciones que lo originaron,

estas limitantes también existen en la capacidad de observar regiones muy dis-
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tantes y a épocas muy tempranas. Por tanto, es inevitable entrar en discusiones
filoséficas que van mas alla de la teoria cosmoldgica. Este tipo de opciones in-
fluencian fuertemente la manera de comprender el cosmos y atin més, obligan a

perseguir una teorfa que satisfaga hasta las exigencias mds ambiciosas [10].

El estudio de la cosmologia moderna inicia con los modelos cosmolégicos
propuestos por A. Einstein y W. de Sitter en 1917, basados en la teoria de la
relatividad de Einstein. El concepto de un Universo en expansiéon lo introdujo
A. Friedmann y G. Lemaitre en los anos 20, sin embargo este gano credibilidad
hasta los 30 debido a las observaciones de galaxias hechas por Hubble. En estas,
muestra un aumento sistematico del corrimiento al rojo con la distancia, junto
con la prueba de Eddington sobre la inestabilidad del modelo estatico de Eins-
tein. Desde la década de los 40 las implicaciones de un Universo expandiendose
han sido investigadas con un particular énfasis en cuatro distintas épocas de la

historia del Universo:

(1) La época galdctica, es el periodo de tiempo que se extiende desde la for-
macién de galaxias hasta el presente, esta es la época mas accesible a las obser-
vaciones. Durante este periodo, la materia usualmente se ideliza como un flui-
do perfecto libre de presién, considerando cimulos de galaxias o galaxias como
las particulas del fluido. La radiacién césmica de fondo tiene un efecto despre-

ciable en la dinamica de este periodo.

(2) La época pre-galactica, durante la cual la materia se idealiza como un
gas, considerando a las particulas como gas de moléculas, atomos, niicleos o
particulas elementales a diferentes tiempos. Esta época se divide en dos peri-
odos, periodo post-desacoplamiento, cuando la materia y la radiacién evolucio-
nan escencialmente independientes, y periodo pre-desacoplamiento, cuando la
materia es ionizada e interactua fuertemente con la radiacién a través de dis-
persion Thomson. La radiacién césmica de fondo observada se interpreta como
una fuerte evidencia para la existencia de este periodo. Ademaés la nucleosinte-
sis, i.e. la formacién de *He y otros isétopos ligeros, ocurre durante éste periodo
y tiene implicaciones observacionales. En ésta época, a tiempos tardios la ma-
teria domina dinamicamente, por el contrario en la parte temprana la radiacion
cosmica de fondo es la componente dominante. Por tanto, es una buena aprox-

imacion representarla como un gas ideal relativista, Figura 5.1.



La fisica de estas dos épocas esta muy bien entendida, y juntas consti-
tuyen el modelo estdndar cosmoldgico o hot big bang del Universo. Este mode-
lo provee un marco de trabajo muy util para la explicacién de varios aconte-
cimientos en el Universo y el andlisis en los datos recopilados por las observa-
ciones [14]. Adicionalmente dos periodos tempranos han estado bajo un intensi-

vo estudio, sin embargo la fisica de estos tiempos atin no se entiende muy bien.

(3) La época inflacionaria, en esta época el universo experimenta una ex-
pansion acelerada. En la mayoria de los modelos para esta época, los cuales
ocurren antes de la época pre-galactica mencionada anteriormente y después del
tiempo de Planck, la fuente que la produce es considerada un campo escalar (a
menudo denominado como inflatén), autointeractuante a través de un potencial
para el cual puede o no puede surgir un término de masa. El prototipo para es-
tos campos es el boson de Higgs, el cual surge en el modelo estandar de fisica de
particulas. Los campos escalares no han sido observados en la naturaleza hasta
ahora, asi el estatus fisico del escenario inflacionario atin queda abierto. No obs-
tante la idea provee importantes enlaces con la fisica teorica moderna y posi-
bles explicaciones para aspectos del universo que son en cierta manera un mis-
terio. Esto también tiene consecuencias observacionales como el aspecto de las
fluctuaciones en la densidad que pueden estar relacionadas con las anisotropias

de la radiacién cdésmica de fondo.

(4) La época de gravedad cudntica, la cual ocurre antes del tiempo de
Planck. En esta época, la teoria de la relatividad general clasica ya no puede

asumirse valida.

Es usual asumir que la evolucién del universo esta governada por las ecua-
ciones de campo de Einstein durante las épocas (1) y (2), y usualmente también
en la época (3), aunque a veces en la época inflacionaria se atribyen los efectos

de las teorias gravitacionales modificadas.

Los primeros estudios sistematicos sobre los modelos de un Universo ex-
pandiendose, espacialmente homogéneo e isotropico, fueron emprendidos por
Friedmann y Lemaitre, y establecidos en bases geométricas por H.P. Robert-
son y A.G. Walker. Nos refererimos a estos modelos del universo, los cuales es-
tan gobernados por las ecuaciones de campo de Einstein, como universos de

Friedmann-Lemaitre donde la geometria escencial esta dada por la métrica de
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Robertson-Walker. La necesidad de esta suposiciéon se restringe por las observa-
ciones y aun esta abierta al debate. Por ejemplo, en la época galéctica, el uni-
verso no es homogéneo en todas las escalas. Ademas la validez de la métrica ho-
mogénea e isotropica de RW supone que a alguna escala las galaxias se encuen-
tran distribuidas homogeneamente en el espacio. Sin embargo se asume, hasta
el punto de llegar a ser un dogma, que la geometria del espacio-tiempo es es-
pacialmente homogénea e isotropica con las perturbaciones adecuadas para ex-

plicar la formacién de galaxias y otras estructuras.



CAPiTULO 3

Parametros observacionales

3.1. Rapidez de expansion H,

El principal descubrimiento de Hubble fue encontrar que la velocidad de
recesion es proporcional a la distancia. La velocidad de recesion esta dada por

U = dr/dt y se encuentra en la misma direccién que 7, permitiendo escribir

gz s (3.1)
a

donde se ha usado la relacion 7 = a(t)Z, con 7 la distancia real y Z la coorde-
nada cémovil. Consecuentemente, la ley de Hubble v = H7 nos dice que la

constante de proporcionalidad, el parametro de Hubble, deberia definirse como

a
H=- 3.2
a’ ( )

El valor para H, ! usualmente se parametriza como

Hy=100h km s~ Mpc™, (3.3)
donde el valor de h=0.743 segun los datos recientes de WMAP3 [22].

Debido a que la constante de Hubble, medida hoy, es positiva en lugar de
negativa, sabemos que el Universo se esta expdndiendo en lugar de contraerse
[11].

3.2. Parametro de densidad ()

Recordando que H = a/a, la ecuacién de Friedmann (4.10), se lee

1E] valor actual se denota con el subindice ‘0’

11
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8t k
H?>=—p— —. 3.4
Para un valor dado de H, existe un valor especial de la densidad para hacer la
geometria del Universo plana, k£ = 0. Esta densidad se conoce como densidad
critica p., la cual esta dada por
3H?
o(t) = —. 3.5
pelt) = o (3.5)

Esta relacion implica que en la presente época

1,88 h? x 10~26kgm =3
pd“”—{zjgwﬁx1mm&ym*A@@? (3.6)
Usualmente los cosmoélogos expresan la densidad promedio del universo
p en una cantidad adimensional conocida como parametro de densidad (2

definido por

Pi
o (3.7)

Nuestro universo contiene diversos tipos de materia, y esta notacion se
usa no solo para la densidad total sino también para cada componente indivi-
dual de la densidad, como €0, 2144, €tc.

Con esta nueva notacion, se reescribe la ecuacién de Friedmann en una
forma muy util. Sustituyendo p en (3.4) y usando las definiciones hechas en las
ecuaciones (3.5) y (3.7), nos lleva a

w0k gk
a

3 a?’

(3.8)

reordenando obtenemos

k
alH?
Esta forma de la ecuacién de Friedmann es muy 1til para el andlisis de la

Q0-—1=

(3.9)

evolucion en la densidad, por esto se resumen algunas posibilidades:
» Universo abierto: 0 < Q2 <1: £k<0: p < pe.
» Universo plano: @ =1: k=0: p = pe.

» Universo cerrado: @ >1: k> 0: p > p..



3.3. Parametro de desaceleracion qq 13

El valor de Q,1, = 0,99 + 0,04 segtin los resultados de WMAP3 [22], esto indi-

ca que en la época actual el Univeso es casi plano, k ~ 0.

3.3. Parametro de desaceleraciéon g

En el estudio de la supernovas tipo Ia, se ha encontrado que el Universo
no solo se esta expandiendo, sino que la rapidez a la cual lo hace, dada por el
parametro de Hubble, estd cambiando con el tiempo. El pardmetro de desacel-

eracion es una manera de cuantificar esto.

Si se considera una expansiéon de Taylor del factor de escala alrededor de la

época actual. La forma general queda como:

a(t) = a(to) + alto)[t — to] + %d(to)[t —to]P . (3.10)

Dividiendo sobre a(tp), entonces el coeficiente del término [t — to] serd el

parametro de Hubble actual, de ésta manera se reescribe

a(t)
a(to)

el cual define al parametro de desaceleraciéon ¢, como

:1+H0[t—t0]—%Hg[t—to]%r--', (3.11)

o= o) 1 alto)ilty)
a(to) Hg a*(to)

Entre mas grande es el valor de gy, més réapida la desaceleracion y viceversa.

(3.12)

3.4. Constante cosmoldgica A

Cuando Einstein formulé la teoria de la relatividad general, estaba con-
vencido que el Universo era estatico. Sin embargo, més tarde se dio cuenta que
su teoria no lo permitia, debido a que toda la materia se atrae gravitacional-
mente y por tanto en algiin momento esto conduciria al colapso total del Uni-
verso. Para poder fijar un Universo estatico, él propuso un cambio en las ecua-
ciones, algo que después llamo el error mas grande de su vida, y fue la intro-
duccién de una constante cosmoldgica A, la cual aparece en la ecuacién de
Friedmann como un término extra, dado por

_ 8rG E A

H?> = —"—"—p— — +—. 3.13
3 i (3.13)
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La constante cosmoldgica a veces se piensa como la densidad de energia del
espacio “vacio”; en particular un posible origen en fisica cuantica es algun tipo
de ‘energia del punto cero’, el cual se mantiene atin si no hay paticulas presentes.

De la misma forma que fue 1til expresar la densidad como una fraccién de
la densidad critica, es conveniente normalizar la constante cosmoldgica, definien-

do

A
3H?
Repitiendo los mismos pasos para escribir la ecuacién de Friedmann en la

Qa (3.14)

forma de la ecuacion (3.4), encontramos

k
a?H?
La mayoria de los cosmoldgos, prefieren la constante cosmoldgica igual a

Q—l—QA—l: (315)

cero, sin embargo el Universo podria tener otras ideas; ademas, las observa-
ciones de las supernovas tipo la argumentan fuertemente en favor de la cons-

tante cosmoldgica como un buen candidato a energia oscura.
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APITULO 4

C
Teoria basica

La cosmologia inicia asumiendo que las leyes de la fisica son las mismas
en todas partes, y ademas que éstas son la base de la evolucién del Universo.
Por tanto, se asume que la evolucién a gran escala del espacio-tiempo se deter-
mina aplicando las ecuaciones de campo de Einstein en todo el espacio, esto es,

la evolucién global es seguida por la fisica local.

Los modelos estandares de la cosmologia se contruyen escencialmente so-
bre el Principio Cosmoldgico y por tanto se asume que nuestro Universo, a gran
escala, poseé dos importantes propiedades, homogeneidad e isotropia. La
homogeneidad implica que el Universo se observa igual en cada punto, mientras

que la isotropia establece que se observa igual en todas direcciones.

4.1. El modelo de Friedmann

Para construir el modelo mas simple del Universo, se comienza asumien-
do que las propiedades geométricas del espacio 3-dimensional son las mismas en
todas las direcciones espaciales y que éstas propiedades no tienen una direccion

preferencial. Tal espacio 3-dimensional se denomina ‘homogéneo’ e ‘isotrépico’.

La suposicion de esta homogeneidad e isotropia en el 3-espacio escoge una
clase preferida de observadores, aquellos para los cuales el universo parece ho-
mogéneo e isotropico, sin embargo, otro observador que se mueva con velocidad
uniforme respecto a esta clase fundamental de observadores, encontraria que
el universo es anisotrépico. Si se utiliza un sistema coordenado apropiado para

este tipo de observadores, la descripcion de la fisica serda mucho mas simple.

15
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La forma de la métrica del espacio-tiempo se determina de tal manera que
para un sistema coordenado (¢, z*) la homogeneidad e isotropia sea evidente. El

intervalo (ds?) de espacio-tiempo mds general posible puede expresarse como:

ds® = gagdxada:ﬂ = goodt? + 2ggidtda’ + gijdmidxj
= goodt® + 290 dtda’ + oijda’da? (4.1)
donde o0;; es la métrica espacial. La isotropia del espacio implica que el térmi-
no go; debe de anularse; de otra manera, se identifiaria una direccién particular
en el espacio relacionada con el 3-vector v; con componentes go;. Ademaés, en el
sistema coordenado determinado por los observadores fundamentales, se puede
usar el tiempo propio de los relojes llevados por estos para etiquetar las su-

perficies de espacio-tiempo. Esta elecciéon del tiempo coordenado ¢ implica que

goo = —1, formulando asi el intervalo espacio-tiempo de la forma:

ds* = —dt* + oy;da’dr’ = —dt® + dI°. (4.2)

El problema ahora se reduce a determinar la 3-métrica o;; de un 3-espacio, el

cual a cualquier instante de tiempo, es homogéneo e isotropico.

Considerando la suposicion de isotropia - la cual implica simetria esférica - per-

mite escribir el intervalo de linea como

di* = a*[N*(r)dr® + r*(d6” + sen®0d¢?)]. (4.3)

Calculando el escalar de curvatura >R para este espacio tres dimensional, se en-

3 d 1
SR = — 2 (1-=)]. 4.4
2a2r3 dr {7’ < )\2>] (4.4)

Ademas, la homogeneidad implica que todas las propiedades geométricas son

cuentra que

independientes de r, por tanto 3R debe ser constante. Igualdndolo a una cons-

tante e integrando el resultado, la expresién que se obtiene

1
r? (1 — ﬁ) =1t 4 ¢, c1, co = cles. (4.5)
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Para evitar cualquier singularidad a » = 0, es necesario hacer ¢, = 0. Obtenien-
do asi A2 = (1 — ¢;7?)7L. Cuando ¢; # 0, se puede reescalar 7 y hacer ¢; = 1

6 —1. Esto conduce a la métrica completa del espacio-tiempo:

2

2 _ 2 2
ds”® = —dt” + a*(t) 52

+ 72(d6 + sen®0de?) | . (4.6)

Esta métrica, llamada métrica de Robertson-Walker, describe el Uni-
verso de Friedmann, el cual es espacialmente homogéneo e isotrépico en cada
instante de tiempo [12].

El prefactor a (denominado “factor de escala”) determina la escala total de
la métrica espacial y, en general, puede ser una funcién del tiempo: a = a(t).
Ademas, la geometria de las hipersuperficies del Universo de Friedmann esta da-
da a través del factor k, esto es, tienen curvatura positiva, cero y negativa para
k = +1,0 y -1 repectivamente; la magnitud de la curvatura es (6/a*) cuando k
es distinta de cero. Para k = 0, el espacio es el familiar, espacio 3-Euclideano;
la homogeneidad e isotropia de este espacio es obvia. Para k = 1 representa una
3-esfera de radio a embebida en un espacio abstracto Euclideano 4-dimensional.
En el caso de kK = —1, representa la geometria de un hiperboloide embebido en

un espacio abstracto Lorenziano 4-dimensional.

4.2. La dinamica del modelo de Friedmann

En relatividad general, la cantidad fundamental es la métrica g, la cual
describe la geometria del espacio-tiempo. Anteriormente se mostré que la métri-
ca de Friedmann-Robertson-Walker cumple con la suposicién de homogeneidad
e isotropfa. Esta métrica contiene la curvatura k y el factor de escala a(t), los
cuales pueden determinarse mediante las ecuaciones de Einstein una vez que el
tensor de esfuerzos queda especificado para la fuente [13].

PR =8rGTY. (4.7)

v v

G, =R, — %g

Las propiedades geométricas del espacio estdan determinadas por la dis-
tribucién de materia a través de las ecuaciones de Einstein (4.7). Por tanto, para
un Universo de Friedmann, se sigue que la distribucién de materia también debe
ser homogénea e isotrépica. Esto no es del todo verdadero en el Universo ob-

servado, en el cual existe un grado significante de inhomogeneidad en forma de
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galaxias, cimulos de galaxias, etc. Sin embargo, se asume que estas inhomogenei-
dades se pueden ignorar y que la distribucién de materia esta descrita por una
densidad promedio suave en el estudio de la dindmica a gran escala del Universo.

Tal asunsién implica que T¢ debe ser cero y que los componentes espa-
ciales T} deben tener una forma diagonal con T} = T3 = T3 . Es conveniente es-

cribir tal tensor de esfuerzos como

Tzil = diag[—p(t),p(t),p(t),p(t)]. (48>

Esta notacion sugiere las siguientes consideraciones: si la fuente fuera un
fluido ideal con presion p y densidad p, entonces el tensor de esfuerzos para un
fluido ideal, T§' = (p + p)u“up — pdj, tendrfa la forma (4.8) en el sistema de re-
poso del fluido. También, la naturaleza de la fuente comunmente queda especi-
ficada mediante la relacion bariotropica entre p y p que esta dada en la forma

de una ecuacién de estado p = p(p).

Los constituyentes del Universo son escencialmente radiacién (en la for-
ma de particulas con masa cero como fotones, neutrinos etc.) y materia no-
relativista. La radiacion tiene una ecuacion de estado del tipo p = (1/3)p, mien-
tras que para la materia no-relativista es una buena aproximacion considerar-
la como “polvo”, esto es, sin presion p ~ (0. Para particulas no-relativistas de

2 mientras que para particulas rela-

masa m y densidad de ntmero n, p >~ nmuv
tivistas p ~ nmec? con v < c¢. La naturaleza, y por tanto la ecuacién de estado,
de los constituyentes cambiara con el tiempo conforme el Universo evolucione.
La ecuacion de estado a cualquier época debe determinarse por el estudio de
los procesos fisicos a una época particular. En general para la mayor parte de
la evolucion del Universo, es razonablemente correcto tratar a las fuentes como

una mezcla de radiacién (con p = (1/3)p) y materia (con p = 0).

El tensor G% puede calcularse a partir de la métrica de Robertson-Walker
de una manera directa. Como uno esperaria, encontramos que G}, se anula mien-
tras que Gé- es proporcional a la matriz unitaria. Los dos componentes distin-
tos de cero son:

3
a2

. 1 ,
Gy = —(a* + k), G = —(2ad + a* + k)J}. (4.9)

i g2
Por tanto la ecuacién (4.9) proporciona dos ecuaciones independientes, donde

la primera expresién es precisamente la ecuacion de Friedmann



4.2. La dinamica del modelo de Friedmann 19

N\ 2
a k. 8rG
Z _ = 4.1
<a> =g (4.10)
a a k
2— + (—) + — = —8nGp, (4.11)
a a a

Las ecuaciones (4.10) y (4.11) pueden combinarse para dar una importante
ecuacion conocida como la ecuacién de aceleracién
a ArG

o= —T(P+3p)> (4.12)

con las cantidades p y p definidas en (4.8) como los componentes 79 y T} del
tensor de esfuerzos. Para un tipo usual de materia (p+ 3p) > 0, implicando que
a < 0, esto es, a serd mas pequena en el pasado y tendera a cero en algin tiem-
PO t = tsing, cuando a = 0 los componentes del tensor de curvatura R’;aﬁ diverg-
eran, tal divergencia (llamada singularidad) es un artificio de esta teoria. Una
vez que el radio de curvatura del espacio-tiempo sea comparable con la longitud
fundamental (Gh/c?)'/? ~ 10723cm, los efectos cudnticos de la gravedad seran
importantes invalidando las ecuaciones clasicas de Einstein.

La interpretacién de p como “presion” depende del tratamiento de la fuente
como un fluido ideal. En el caso del modelo de Friedmann la fuente siempre de-
berd tener la forma (4.8), sin embargo, si la fuente no es un fluido ideal entonces
no es posible interpretar las componentes espaciales de 7§ como presiones. Por
tanto, es muy probable que la ecuacion de estado para la materia a altas en-
ergias no obedezca la condicién (p + 3p) > 0 guiando esto a nueva fisica.

De la ecuacién (4.10), se observa que pa® = (3/87G)a(a® + k); diferen-
ciando esta expresién y utilizando la ecuacién (4.11) obtenemos la ecuacién

de fluido

d ) da®
E(pa?’) = —3ad’ap = - (4.13)

p+3(p+p) =0, (4.14)

donde, como siempre, el punto significa derivada temporal. Como se observa,
existen dos términos que contribuyen al cambio en la densidad, el primer térmi-
no del paréntesis corresponde a la dilucion de la densidad debido a que el vo-
lumen ha aumentado, mientras que el segundo corresponde a la pérdida de en-

ergia debido a que la presién del material hace trabajo conforme el volumen del
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Universo aumenta. Esta por supuesto no desaparece enteramente, la energia se
conserva, la energia perdida por el fluido via el trabajo hecho se ha ido a la en-

ergia potencial gravitacional.

Por tanto: dada la ecuacién de estado p = p(p), y las ecuaciones
(4.10), (4.14) quedan determinadas completamente las tres funciones

a(t),p(t) y p(t), y por tanto la evolucién del Universo.

4.3. Campos escalares cosmolégicos

Los campos escalares, son campos asociados a particulas de spin nulo, es-
tos son muy importantes especialmente en fisica debido a que en todas las teorias
de unificacién existentes proponen campos escalares (bosones) como particu-
las fundamentales, los cuales son la parte medular de estas teorias. En particu-
lar en cosmologia, debido a que se cree que son los principales candidatos a in-
flacién, tal campo ¢ se conoce como inflatén. Por otro lado, si los campos es-
calares formaran condensados de Bose-Einstein, estos se colapsarian debido a su
fuerza gravitacional y asi formarian objetos llamados oscilatones (si son campos
reales) o estrellas de bosones (si son campos complejos). Estos son interesantes
desde el punto de vista matematico, porque son soluciones estables de las ecua-
ciones de Einstein que no son singulares ni tienen horizontes. Desde el punto de
vista fisico los oscilatones son del tamano de un halo de galaxia y pueden ser
los responsables de la estructura del universo observado, por tanto este es un

buen candidato a ser materia osscura en el Universo.

El estudio de los campos escalares se basa en el andlisis del Lagrangiano

de Klein-Gordon libre, con un potencial V' (¢) de auto interaccién [19], dado por

1
£ = 50,606~ V(®). (4.15)
La densidad de momento covariante se calcula usando que
oL 1 1
In* = = —g" (650, 0,,005) = —(0“ 0%p) = 09,
a(aa¢> 29 (p, ¢+ M¢ 1/) 2( ¢+ (b) ¢

por tanto se tiene II¢ = 9%, con el tensor de energia momento dado por

Ty = 0,600 — 0050006 — V(9)], (1.16)
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donde las componentes puramente temporales guian a la densidad Hamiltoniana

H = Too——Qb +5 (V¢) V(9)

LI+ (V6] + V() (117)

y las componentes puramente espaciales son

Tii = ¢> +5 (Vcb) V(o). (4.18)

Si se asume que los efectos del campo escalar se promedian en el tiempo
para comportarse de manera similar a un fluido perfecto, comparando con las

ecuaciones anteriores con (4.8), se hace la identificacion

E=p=<Ty> Y p =<T; > (4.19)

con Lo
p= 56"+ 3(Vo) +V(0) (4.20)

Y 1. 1
p=50"+5(Ve)’ ~V(9). (4.21)

Si se considera la evolucién cosmoldgica guiada por el campo escalar, sim-
plemente se pueden sustituir las expresiones para p y p en la ecuacién de Fried-
mann y la ecuacién de aceleracion (4.10) y (4.12) para obtener la evolucién tem-

poral del factor de escala como

H?>=—"——

smG { (4.22)

PSR V)| - S g

=B85 4 570 v +

. (4.23)

Q|

A
3"

Mientras que la ecuacién para la evolucion temporal del campo escalar se ob-
tiene simplemente sustituyendo las expresiones para p y p en la ecuacién de con-

servacion (4.14) y asi obtener

2
é+3H [gﬂw} +%:o. (4.24)
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Resumiendo: La dindmica y evolucién del Universo se describe median-
te un conjunto de ecuaciones, esto es, un Universo constituido por un fluido
perfecto méds un campo escalar esta descrito por las expresiones (4.25), en las

cuales concentraremos nuestro estudio.

po+ 32+ =0, (4.25)
2 _ 831G 1 e kA
o= B8 g v v - S
.. . (W)T av
3H -— — =0
b+ [¢+ R

4.4. Sistemas dinamicos

La teoria de sistemas dinamicos tiene su origen en el trabajo de Poincaré a
finales de los 90, [15]. El propuso que en lugar de encontrar soluciones exac-
tas particulares de una ecuacion diferencial (4.26), uno deberia de usar métodos
topoldgicos y geométricos para determinar las propiedades del conjunto com-
pleto de soluciones, vistas como 6rbitas (trayectorias) en un espacio fase. Fue
algunos anos mas tarde, a finales de los 20, que Birkhoff y otros empezaron con
el desarrollo formal de la teoria de sistemas dinamicos, introduciendo concep-
tos tales como el flujo asociado con una ecuacién diferencial, el concepto funda-
mental de un conjunto limite-w, atractores y variedades estables e inestables.

La teoria de sistemas dinamicos se utiliza para estudiar sistemas fisicos
que evolucionan en el tiempo. Se asume que el estado del sistema fisico a un in-
stante de tiempo t estd descrito por un elemento x de un espacio fase X, el cual
puede ser de dimensién finita (R™ o una variedad diferenciable no trivial) o de
dimensién infinita (espacio de funciones). La evolucién del sistema se represen-

ta por una ecuacién diferencial auténoma en X, escrita simbdlicamente como

dx

— =f(x), X € X, 4.26
= f(x) (4:26)
donde f : X — X. Si X es de dimension finita, entonces (4.26) representa un
sistema autonomo de ecuaciones diferenciales ordinarias, mientras que si X es
un espacio de funciones, el mapeo f involucrard derivadas espaciales y (4.26)

representara un sistema auténomo de ecuaciones diferenciales parciales.
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El primer paso para obtener informacién cualitativa sobre las soluciones de
(4.26) es estudiando el flujo de la ecuacion en la vecindad de sus puntos criticos,
esto es, el estudio de su establidad [20]. La idea escencial es linearizar la ecuacién

diferencial en cada punto fijo y utilizar el teorema de Hartman-Grobman.

TEOREMA DE HARTMAN-GROBMAN

Considere una ecuacion diferencial (4.26), donde el campo vectorial f es de
clase C'. Six. es un punto critico hiperbélico, si f(x.) = 0, de la ecuacion dife-
rencial, por tanto existe una vecindad de X, en la cual el flujo es topoldgicamente
equivalente al flujo de la linearizacion de la ecuacion diferencial en x. [21]. Esto

es, las drbitas de ambos sistemas (localmente) son cualitativamente las mismas.

El analisis para sistemas lineales es el siguiente. Para una ecuacion diferencial
lineal x" = A x definida en R™ (6 definida en un subconjunto del espacio real;
6 en general, definido en una variedad suave) se pueden determinar los eingen-
valores de la matriz A (en general compleja y no necesariamente distintos) y los
eigenvalores asociados, los cuales generan tres subespacios de R™: E° E* y E°.
Estos espacios contienen orbitas disjuntas las cuales forman una particién del
espacio fase, esto es, F* ® E" @ E¢ = R". Estos son, respectivamente, el es-
pacio estable (generado por sus eingevectores asociados los cuales tienen partes
reales negativas), el espacio inestable (generado por sus eingevectores asociados
los cuales tienen partes reales positivas), y los subespacios centrales (generado

por sus eingevectores asociados los cuales tienen partes reales nulas).

Los espacios estable e inestable se caracterizan, por las siguientes

propiedades:

x € B* = lim e*"x =0,

T—00

x€EB'= lim e*x =0,

T——00

Estos describen el comportamiento asimpético: todas los estados iniciales en un
subespacio estable son atraidos por el punto critico x = 0 y todos los estados
inicialaes en el subespacio inestable son repelidos por el mismo punto.

Si el sistema x” = f(x) no es lineal, se usa el teorema de Hartman-Grobman
para poder hacer la linearizacién y por tanto usar el anélisis para sistemas linea-

les. Utilizando esto, se pueden definir las variedades £ (variedades estable,
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inestable y centro respectivamente) en un punto fijo, estas variedades son tan-

(s:u:¢) de la linearizacién en el mis-

gentes a los correspondientes subespaciones E
mo punto fijo (subespacios estable, inestable y centro respectivamente). Todas
las orbitas en £° convergen asintoticamente a un punto fijo cuando la variable
temporal evoluciona (7 — o0), de manera andloga, todas las érbitas en £* con-
vergeran asintéticamente a un punto fijo cuando (7 — —o0). La variedad £¢ con-
tiene todas las orbitas cuyos comportamientos asintoticos no pueden analizarse

haciendo uso del anélisis linear (el teorema Hartman-Grobman falla), [16].



CAPITULO 5

Modelo ACDM

Los diferentes tipos de observaciones en el cosmos sugieren que el modelo
adecuado es el de un Universo plano, homogéneo e isotropico. Esto tltimo im-
plica que el Universo posee la densidad critica de energia, de la cual podemos
distinguir principalmente tres tipos de componentes: relativistas, no relativistas
y energia obscura. El modelo resultante de considerar las caracteristicas men-

cionadas se conoce como el Modelo Estandar Cosmolégico (ACDM).

ACDM (Lambda-Cold Dark Matter), representa el modelo de concordan-
cia del big-bang que explica las observaciones césmicas realizadas sobre la ra-
diaciéon césmica de fondo, asi como la estructura a gran escala del Universo y
las observaciones realizadas sobre las supernovas, todo ello da indicios sobre una
posible explicacién para la expansién acelerada del Universo [17, 18]. Este mo-
delo, es el mas simple conocido que esta de acuerdo con todas las observaciones

a gran escala.

= A representa la constante cosmoldgica como parte de un término de la en-
ergia oscura que permite conocer el valor actual de la expansion acelera-
da del Universo. La constante cosmolégica se describe en términos de €2, .
En la actualidad Q4 ~ 0,73, lo que implica que equivale al 73 % de la den-

sidad de energia del Universo actual.

= Materia oscura fria, representa al modelo donde la materia oscura se ex-
plica como no relativista, no-bardnica y sin colisiones. Esta componente
se encarga del 23 % de la densidad de energia del Universo actual. El 4 %
restante es toda la materia y energia que componen los atomos y fotones,
estos son la base para construir los planetas, estrellas, y nubes de gas en

el Universo.

25



26 Capitulo 5. Modelo ACDM

= El modelo asume un espectro invariante de escala en las perturbaciones

primordiales y un Universo sin curvatura espacial.

Estas son las suposiciones méas simples para un modelo fisico consistente
de la cosmologia. Sin embargo, ACDM es tan sélo un modelo. Los cosmélogos
anticipan que todas estas presunciones no se conoceran exactamente, hasta que
no se tenga un endentimiento total sobre la fisica fundamental. Por otra parte,
ACDM no dice nada sobre el origen fisico de la materia oscura, la energia oscu-
ra y del espectro cuasi escalar-invariante de las perturbaciones primordiales de
la curvatura: en ese sentido, este modelo es simplemente una parameterization

util de lo aun desconocido.

Se considera un Universo como el descrito anteriormente, esto es, un
espacio-tiempo plano del tipo Friedmann-Robertson-Walker con componentes
de materia como radiacién (r), bariones (b), materia oscura (DM), y una cons-
tante cosmoldgica (A) como energia obscura. Todos estos componentes se re-
presentan como fluidos perfectos cuya densidad de energia p y presion p estan
relacionadas mediante una ecuacién de estado tipo bariotropica v de la forma
p = (7 —1)p. Donde para la radiacién, v, = 4/3, para los bariones y la materia

obscura 7, = 1, mientras que para la constante cosmolédgica vy = 0

La ecuacion de Friedmann (3.4) con estos componentes del Universo es

2
K
H? = = (poE + poar + o + pr), (5.1)

donde x? = 87(, mientras que las ecuaciones de continuidad (4.14) para cada

fluido perfecto estan decritas por

poar + 3Hppar =0, (5.2)
py+ 3Hpy, = 0,
pr +4Hp, =0,
ppe = 0.

Este sistema de ecuaciones se puede resolver son suma facilidad de manera
analitica, sin embargo por ejemplificar, se resolverd usando la teoria de sistemas

dindmicos. Definiendo como nuevas variables
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K /PDM K /P
r = — , =Y 5.3
Lo AN 8 VPoE

V3 H V3 H

con estas nuevas variables (5.3), el sistema de ecuaciones diferenciales (5.2) se

reescribe como un sistema dindmico en el espacio fase {x,y,z,w} de la forma

Y = g(H—l)x, (5.4)
y = ;(H—l)y,

d o= -2

w = gHw,

donde la prima significa derivada respecto al parametro N=In(a), ademds se ha
usado que II = 22 + 3% + %zQ, la ecuacién de Friedmann (5.1) ahora se puede

reescribir como una constriccién del espacio fase

Wty =1 (5.5)

Los parametros de densidad quedan definidos como:

Qpy = 72, Q= v7, (5.6)

Q, =22, Qpp = w>.

La evolucién de los parametros de densdiad en el modelo AC DM se mues-
tra en la Figura 5.1. En ésta, claramente se puede observar la época en donde
la componente principal del Universo temprano es la radiacién, seguida por el
proceso de desacomplamiento que conlleva a la época donde la materia es dom-
inante. Por otra parte, la constante cosmoldgica es quien determina la dinami-

ca en el Universo tardio.

Para analizar la estabilidad de este modelo, se consideraran perturbaciones

alrededor de los puntos de equilibrio del sistema (5.4) en la forma x — x. + dx,
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Figura 5.1: Fvolucion en los parametros de densidad, para un Universo forma-
do por energia oscura Qpg, materia oscura Qpyr, bariones €, y radiacion €.

tomando en cuenta siempre la validez de la constriccion de Friedmann
2w =1
Los puntos de equilibrio encontrados para este sistema son:
» Dominacién de Materia Oscura {£1,0,0,0} .
» Dominacién de Bariones {0,+1,0,0} .

Dominacién de Radiacién {0,0,+1,0}.

Dominacién de Energia Oscura {0,0,0,+1}
= Dominaciéon de Materia Oscura y Bariones {i 1—92y,0, 0} .

El sistema dindmico (5.4) ya linearizado se reescribe en la forma

ox' = Mox,
donde se encuentra que
S(IT—1) + 322 drz 0
M = 3xz SM—3)+32* 0
3rw dwz 3II.

Los eigenvalores de M evaluados en los puntos de equilibrio de (5.4) proporcio-

nan la informacién sobre la estabilidad del sistema.



29

El tnico punto de equilibrio que muestra estabilidad en un subespacio in-
variante, como era de esperarse, es el {0,0,0,£1} dominante por la constante
cosmoldgica, cuyos eingenvalores estan dados por {—2, —%, —%, 0}. Por tanto,
la energia oscura, como constante cosmoldgica, determinara la dinamica en el

futuro del Universo imponiéndose sobre las demdas componentes, Figura 5.2.

-y

y T 0.8

0.6 4

0.4+

0.88 4 0.24

T T T T 0.0 T T T T
0.0 0.1 0. .3 0.4 0.5 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
xy,w}

2 o
.z}

Figura 5.2: Para tres condiciones iniciales distintas. Todas tienden hacia el pun-
to de equilibrio {0, 0,0, 1} (izquierda). Todas tienden a alejarse del punto de equi-
librio {0,0,1,0} (derecha).

Por otra parte se encuentra que existe un punto de equilibrio inestable en
el futuro dado por {0,0,+1,0}, este punto se puede interpretar como una es-
tablilidad proveniente del pasado, esto es, la radiacién era dominante sobre las
demas componentes en un Universo temprano, la inestabilidad de este punto se
puede observar claramente en el conjunto de eigenvalores dados por {4, 4, %, % ,

Figura 5.2.

Ambas épocas del Universo se pueden distinguir claramente en la evolu-

cién de los pardmetros de densidad, mostrados en la Figura 5.1.
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Capitulo 5. Modelo ACDM



CAPI’TULp 6

Campos acoplados con materia

Como se mencioné en un principio, una de las principales caracteristicas
de la teoria de supercuerdas a bajas energias son los campos escalares dilatéon
y axién. Comenzaremos con un lagrangiano efectivo de teoria de supercuerdas

a bajas energias [24].

L= VTG (R Ly — Ly — L) (6.1

donde las a’s son las constantes de acoplamiento del dilaton ¢ con el axion ¢ y
otros campos de materia.

Asumiendo que la parte de la materia £, = p, son fluidos perfectos, donde
7 representa a la radiacién (r), bariones (b) y constante cosmolégica (A), de es-
ta manera se describe a la radiacion y materia bariénica con una ecuacién de es-
tado dada por p, +3Hp, =0y p. +4Hp, = 0, ademds para modelar la energia
oscura se puede tomar la forma mas general supuesta que es un fluido perfecto
con la ecuacién de estado dada por p + 3yy Hpy, donde py es menor que 1/3 y
puede ser negativa en el caso que represente la energia fantasma. Por simplici-
dad para estos modelos se enfocara en v, = 0 que representa la constante cos-

moldgica, py = constante.

Los lagrangianos expresados de manera individual para los campos di-

laton, axién y fluidos perfectos son respectivamente,

1 1
Lo=50700,0+ Vs, Ly=3507000+ Ve,  Ly=py.  (62)

Por otra parte, las ecuaciones de campo para estos campos escalares, ho-
mogéneos en el espacio, ¢ y v, se obtienen haciendo la variacién de la densidad

Lagrangiana (6.2)

31
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_ = ape™ Ly + a, L, Oy — oVy = —ay,0"¢0,1 (6.3)
[9J0) o

donde O = ﬁaﬂ(\/—_ggwa,,) es el operador d’Alambertiano. Notese que las

correspondientes ecuaciones de Klein-Gordon no son homogéneas como en el

caso estandar (4.24), sin embargo, la parte derecha de las ecuaciones son pro-

porcionales a los coeficientes de acoplamiento, esto es, en el limite cuando no

esté presente el acoplamiento campo-materia se recuperara el caso estandar.

Notando que la conservacién del tensor de energia-momento, como en el
caso estandar, no es valida para los campos de manera individual, esto se puede

observar a partir de (4.16) que

0
5, = 0" oo 5| 20 (64
: ov
- D¢‘a—¢]'

Sustituyendo la relacién de (6.3) en (6.4), se obtiene que

T'ZZ);V == ¢ Zaieamﬁi (65)
= gﬁaweaw¢£¢ + gzlﬁozweo‘”‘bﬁ7
= OM(e™®) Ly + 0(e™?)L,,

donde ¢ = 9 y 7, considerando las ecuaciones de campo de Einstein, las cuales

en este caso estan dadas por

v_ 2 [ apequr | ayérn
G" =k T(¢)+ewT(w)+e”T(v)]. (6.6)

Tomando en cuenta que cada tensor de energia-momento del lado derecho de las
ecuaciones tiene la forma estandar que los correspondientes campos de materia,

las identidades de Bianchi G*¥,, = 0, que aun son validas, escritas en términos

de TH* son

T 4 e ®TH

Oi'y¢ 1224 _

™M].,

)
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sustituyendo el valor de Ty en (6.5), tenemos
au(ea¢¢)£¢ + 3“(€M¢)£7 = 6a¢¢TZZ) + eaw¢T€;’) ) (6.8)

donde se hard la siguiente suposicién

(ead)d)Tﬂ@Z o = _au(eawﬁ)ﬁw (eawTW

() () = —7(e™?)L,,. (6.9)

Las relaciones (6.5) y (6.9) implican la conservacién del tensor de energia mo-

mento total T’(‘T”) dado por

T, =T

iy = T + e 0T + e T (6.10)

(%) ™)

Para un Universo homogéneo e isotrépico, el cual también se asume plano,
esto es, un Universo tipo Fierdmann-Lemaitre-Robertson-Walker, las ecuaciones
de Einstein estan dadas por

2 /9. 1.
o (§¢2 ¥ §¢Qe%¢+Pwe“7¢+V¢+Vw€aw> SR

. 2 . .
H = —% <¢2 + e + vpveaﬁd’) :

ademas las ecuaciones de evolucién para los campos y la materia son

. 9V 1.
¢+3Ho + a—; = que™? (§¢2 — V¢> — e,
. 9V .
b+SHY+ 5 = —audy,
6+ 3HAp, = 0, (6.12)

Las expresiones (6.11) y (6.12) describen la evolucién de este Universo junto
con la dindmica de sus componentes. Para analizar el comportamiento de esta

cosmologia se utilizardn nuevas variables definidas por

A=Y dags (6.13)
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u = _"‘/:b’ w = i v Vd}e%ad)(ﬁ’
H /3 H
U = 1 dvy W = &1 dVy 1o

l =

En lo que resta del trabajo, cualquier cantidad multiplicada por \/g se de-

notara por una tilde, por ejemplo A= \/g)\. Mediante estas nuevas variables, el

conjunto de ecuaciones (6.12) con las nuevas definiciones (6.13) se transforma en

g = =3r—U—ay(w®—A* —a,(y*+2%) + 1z (6.14)
A/ = —3A—W—O~z¢l‘A+HA
3 .
v = (=gm+aa)y
3
7= (II— g7+ a,x)z
W = Ly + Iu
u
w = — + apwr + Mw
w
3
I' = (IT — =)l
(IT = 57)
donde la prima significa derivada respecto a N = In(a), y la cantidad II se defi-
ni6 como
H 3
I=—— = (222 + 242 24,22 1
3 = (207 + 247+ py” + 27, (6.15)

mientras que la ecuacién de Friedmann (6.11) se convierte en una constriccién

de las variables tales que

P AP+ i P = 1 (6.16)

Los pardmetros de densidad (3.7) se pueden reescribir usando las variables

definidas en (6.13) para obtener

QDM = 1’2+U2, QDEZZQ,
Qb = y27 Qr - Z2
Uy = 12 —u? -y — 22 -7, (6.17)
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donde Qpur, Qpg, Qp, Q. v 24 son los parametros de densidad respectivamente
para la materia oscura (campo dilatén), energia oscura (constante cosmolégi-
ca), bariones, radiacién y campo axién, donde para este tltimo se ha usado la
constriccion (6.17). El sistema de ecuaciones (6.14) es ahora un sistema dinami-
co autonomo. El andlisis completo sobre la estabilidad de este sistema sera da-

do a continuacion.

6.1. Puntos de equilibrio y estabilidad

El sistema dindmico (6.14) es de la forma x’ = f(x) donde x = {x,A,y,z
awlt y £f= {f., fa, fy, f2, fu, fw, fi} representa, respectivamente, las diferen-
tes funciones del lado derecho de las ecuaciones (6.14). Los puntos de equilibrio
x. son soluciones de las ecuaciones f(x.) = 0 y la estabilidad alrededor de es-
tos puntos se determina tomando pequenas perturbaciones x = X + 0x, asi las

ecuaciones de movimiento se transforman en, a primer orden,

6 = U —U(x+0x)+ 6z(Il — 3 + 62°) + §A(2a,A + 6Az) + dy(3zypy — 24,),
+ 02(3zv,2 — 202) + dw(—2dayw),

SA = W —W(x+ x) + dx(—ayA + 6Ax) + SA(=3 — ayr + I + 6A%)
+ dy(3yA) + 02(37,.24),

3
0y’ = dx(bry + any) + 0A(6AY) + Oy(Il — Sy + dyx + 3my”) + 02(3%2y),

6z = dx(bxz+ dyz) + 0A(6Az) + 0z(I1 — g% + &, + 3712%) + Sy(37,y2),
ou' = %(X + %) — %} T+ %(X + 0x)0x + dz(6xu) + dA(6uA),
+ (S_y(?)’ybuy) + 02(3v,2u) + ou(Il),
ow' = _%(x + 0x) — %} A+ %(x + 0x)dA + dz(ayw + 6wz) + 0A(6wA),
+ Sy(3ywy) + w (@ + 1) + 62(3y,2w),

(
S = Sa(6al) + SA(GAL) + Sy(3yly) + SI(TT — ;%) +62(3712).
Una vez que se hayan especificado los potenciales Vy y V,; se pueden agru-

par los términos semejantes y de esta manera transformar el conjunto de ecua-

ciones para 0x’ en una sola relaciéon que tenga la siguiente forma
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ox = Méx, (6.18)

donde la matriz de estabilidad tiene componentes dados por

o _9f
Z]_al'j

La estabilidad cerca de cada punto de equilibrio se determina por los eigen-

M

xe- (6.19)

valores w de la matriz de estabilidad M,;, si Re(w) < 0 el punto de equili-
brio se llama estable, mientras que el punto de equilibrio se llama inestable si
Re(w) > 0. Claramente, estamos interesados en conocer los puntos estables,
debido a que estos son soluciones atractoras del sistema dindmico y represen-

tan el estado asintético de las variables cosmoldgicas originales.



CAP;’TULO 7

Modelos cosmologicos

7.1. Campos moduli

Comenzaremos con un potencial efectivo recientemente derivado de la
teorfa de supergravedad tipo IIB [25]. Después de hacer una serie de definiciones

en las variables [26], el potencial efectivo del dilaton Vy; se transforma en

1
Vaiu = Vo (cosh (M\Wko) —1) + SV VRS 2

En algunos trabajos el potencial de los campos escalares (7.1) se sugiere
como energia oscura del universo, esto significa, un campo tipo Quintessence
[8], aqui no se sigue esta misma interpretacién para Vy;. En lugar de esto, se
considera el termino Vj(cosh(Ak¢p) — 1) como la materia oscura del universo. El
término restante en Vy; contiene la contribucién del campo axion 1, esto es lo
que hace la diferencia entre este trabajo y otros. Esta interpretacion permite
comparar la cosmologia derivada del potencial Vy; con el modelo ACDM. El
resto de los campos provenientes de la teoria de supercuerdas se pueden mode-

lar como usualmente se hace.

Como se mencioné en el Capitulo 6, el lagrangiano efectvio proveniente de

la teoria de supercuerdas a bajas energias esta dado por

L= VTG (R Ly — Ly —EPL,) (7:2)

mientras que los lagrangianos individuales para los campos dilatén y axion son,

respectivamente
1 1
Lo=50700,0+ Vs, Ly=30000+V,,  Ly=py,  (7.3)

37
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en este caso particular, se definen las siguientes variables correspondientes a los
potenciales Vi = 2V, sinh?®(1/2kA@), Ve = 2V, cosh®(1/2kA¢) y V,, = 2Vor*p2e?

de tal manera que V = Vj + V,,e®? es el potencial del campo escalar total.

Debido a la presencia del sinh en el potencial V;, es conveniente introducir una

nueva variable dinamica para construir un sistema auténomo

v/ Ve

v= LV E (7.4)
V3 H

Con estas definiciones, las ecuaciones de campo (6.11) y (6.12) para la densi-

dad Lagrangiana con el potencial total V' se transforman en

= =3 — huv — ay(w? — A?) — a,(y? + 22) + 1z (7.5)
A" = —3A - Bwl — ayrA+11A
3 -
y = (- 3% T Ay
3
2 = (II— St a,T)2
v = vz +Ilu
v = ux +Ilv
w' = BAl+ aywz + Iw
3

Sin embargo de la definicién de los potenciales se observa que las variables

u 'y v no son del todo independientes, si no que se encuentran restringidas por

U2 —U2 = 2I€2Vb — lﬂz
3H? A2 H?'
donde m es la masa del campo escalar. Una consecuencia de (7.6) implica que

(7.6)

para un valor diferente de cero para la masa del campo escalar u y v no pueden
tomar, simultaneamente, los mismos valores. Esta restriccion es lo que hace al

sistema auténomo (7.5) diferente de los potenciales tipo exponencial [23].

En (7.5) se definié B = %1;0, mientras que la constriccion de Friedmann

(6.11) queda como
P AP+ A2 P =1, (7.7)

y el valor de II esta dado por
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1= —% = ;(Qx2 +2A% + ) + 7,.27). (7.8)
Las ecuaciones (7.5) ahora son un sistema dindmico, el andlisis sobre la estabili-
dad de este sistema se dara a continuacién, por ahora se tratara la evolucion de
los pardmetros de densidad (6.17) que se muestran en la Figura 7.1, donde se ob-
serva que el comportamiento de estos es muy similar a los corresponidentes del
modelo ACDM, Figura 5.1, para corrimientos al rojo menores de 102 los cuales
parecen tener un comportamiento genérico. Los parametros libres \, Quy, Cryy SE

fijan usando las observaciones actuales y estan dados en cada figura.

0.9

0.84 0.8

0.7 0.7

0.6 0.6

0.5+ 0.5

0.4 044

0.3+

0.3

0.2

014 /\
00 ; o
0°  a 107

10° 10" 1

0.2+

0.14

Figura 7.1: Se observa como esta teoria predice un comportamiento similar al mode-
lo de ACDM. Las condiciones iniciales de las variables dindmicas en a=1 son: x = 0,

A=0, u=+0,23, v=1000, Qpr = 0,7299, O, = 0,04, Q, =4 x 107° y w se deter-
mina por la consticcion de Friedmann. Los valores para las constantes son B = 5000,
A =7 (izquierda) y A =0 (derecha). En todas la figuras, la integracion se hizo usan-
do el algoritmo Adams-Badsforth-Moulton, cada curva contiene alrededor de 8 x 10°
puntos (Apéndice A).

Existe un hecho que se puede distinguir facilmente en la Figura 7.1, en esta
se observa que en el comportamiento de las densidades del Universo temprano
después de corrimientos al rojo ~ 103, la radiacién no domina sobre el resto de
las densidades como se requiere para big bang nucleosintesis, como lo muestra
ACDM, Figura 5.1. Este hecho puede ser interpretado como sigue. En un Uni-
verso dominado por radiacion se puede hacer r =l=y=u=v=w=A=0,

en este caso se verifica por inspeccién de (7.5) que se llega a una contradiccién
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en las ecuaciones y por tanto no hay forma de que la radiacién sea una compo-

nente dominante del sistema.

Sin embargo la situacién cambia radicalmente si se hace &, = 0 en el sistema
(7.5), en este caso la radiacién, en algin lugar no tiene problemas de ser domi-
nante. Para mostrar de que manera afecta la interaccién del dilatén con la ma-
teria y el axion, se estudiara el caso particular &y, = 0 y se eliminard de mane-
ra artificial la interaccién de la materia con el dilatén en la ecuacién (6.12). Es-

to es, se estudiarda un modelo de juguete.

Para esto es conveniente cambiar la variable w por w = V3, con la definicion de
los potenciales Vi = /Vy, Vo = /Ve v V3 = ko) tal que V = V2 4+ 1/4(V; +
V2)?VZ. Entonces las ecuaciones (6.11) y (6.12) se transforman en un nuevo sis-

tema dado por

¢ = —3r— \uw — %(u +v)*w? + Iz, (7.9)
1
A = —3A- ¢0§(u +v)*w + A,
3 -
yo= I=gm+a)y,
3
7 = (- g T a,x)z,
v = vz + I,
v = Auz + I,
3
Io= (I 2yl
( 2%)

Los pardametros de densidad se mantienen iguales que en (6.17) mientras que la

cantidad II ahora queda definida como

3 2.
II= 5(2962 +2A% + y® + 2+ l® - gA(yQ + 22)x), (7.10)

y la nueva constriccion de Friedmann (6.11) se lee

1
x2+A2+y2+z2+u2—|—l2+Z—l(u+v)2w2:1. (7.11)

Las ecuaciones (7.9) ahora son un nuevo sistema dindmico. La evolucién de este

se muestra en la Figura 7.2.
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A=20,y,. =0
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Figura 7.2: Se observa como esta teoria predice un comportamiento similar al Uni-

verso con el modelo ACDM, aiin para corrimientos al rojo superiores a 103, domi-
nando la radiacion como lo requiere big bang nucleosintesis. Los parametros libres es-
tan dados por &, = 20,y = 0. La integracion se hizo usando el algoritmo Adams-

Badsforth-Moulton con alrededor de 8 x 10° puntos por cada curva.

Aqui se notar observar como ahora la radiacién domina en el Universo
temprano sin ninguin problema y que el comportamiento de las densidades es de
nuevo muy similar al modelo ACDM, Figura 5.1, pero ahora para todos los cor-
rimientos al rojo. La tinica diferencia es a z’s tales que 10? < z < 103, donde las
densidades oscilan fuertemente, desafortunadamente este tiempo corresponde a
la edad obscura, cuando el Universo no tenia estrellas y no habia nada que obser-

var, lo cual nos podria dar alguna pista observacional para este comportamiento.

Finalmente, si se hacen ambas constantes de acoplamiento cero, dy, ¢, re-
cobramos un comportamiento muy similar a las densidades del modelo ACDM,
este comportamiento se muestra en la Figura 7.2. De aqui se observa que las
densidades no tienen mas oscilaciones, como en AC DM, soportando la idea de
que solo el acoplamiento entre el dilatén, axién y la materia son los causantes
de la dificultad que surge en la teoria de cuerdas para reproducir el Universo

observado.

Para analizar la estabilidad del sistema dindmico (7.5) se hacen perturba-
ciones alrededor de los puntos de equilibrio x. como se ya se ha hecho anterior-
mente. Utilizando los potenciales Vg, V: y V;; se calculan las cantidades impli-

cadas en (6.18) para poder reescribir la linearizacién del sistema en la forma
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Figura 7.3: Se observa como este caso particular tiene un comportamiento extremada-
mente similar al de ACDM para todos los corrimientos al rojo. Aqud todas las constan-
tes de acoplamiento del modelo son nulas, &y, = dy = 0. La integracion se hizo usando

el algoritmo Adams-Badsforth-Moulton con alrededor de 5x10° puntos por cada curva.

ox' = Mox, (7.12)
donde M =

[ 34T +62% 2ay,A+6Ar —2a,y+43wyr —2a,2+ 322 —20 —2xu 2w 0
—ayp A+ 62A _1?311&62512—’_ 3pyA 3vrzA 0 0 —BI —Buw
62y + dny 6Ay &?IE;;'LQ 3,2y 0 0 0 0
62z + G2 6Az 3ypy2 O-3wt 0 0 0
ayT + 37,2

6zu + v 6Au 3yu 3Yrzu II A\ 0 0

620 + Au 6Av 3vpyv 3Yr2v Az II 0 0
pw + 6w 6Aw + Bl 3Vpyw 3vrzw 0 0 ayr+11  BA

6xl 6AIl 37yl 37zl 0 0 0 II

Calculando los conjuntos de eigenvalores correspondientes a la matriz de esta-
bilidad M, y evaluando cada uno de ellos en los puntos equilibrio encontrados al
resolver x’ = 0 para el sistema dindmico (6.18). De aqui encontramos que exis-

ten dos puntos de equilibrio estables bajo pequenas perturbaciones, estos son
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= Dominacion de la constante cosmolégica y el potencial del dilatéon

{0,0,0,0,u,0,0,+v1 — u?},

= Dominacion de la constante cosmoldgica

{0,0,0,0,0,v,0,1}

sin olvidar que ambos satisfacen la ecuacién de Friedmann (6.11), y ademas la

constriccién (7.6), con sus respectivos eigenvalores dados por

3 3 4b2 3 / 4 Y
—2,—5,—5 (1:': 1_T) y T (1Z|Z 1—5’02)\2)
9, -3 _3 <1 +./1— %) ,—3 (1 /11— 4B 1))

Debido a que el conjunto de puntos criticos, no son puntos aislados, sino varieda-

des pertenecientes al espacio fase {x,A,y,z,u,v,w,1} no es trivial explicar el com-
portamiento asintotico del sistema, este andlisis detallado se realizara en un tra-
bajo posterior. Sin embargo podemos esbozar de manera cualitativa el resultado

obtenido. Para el primer conjunto de eingenvalores, como ya se esperaba, existe

3
2X2

cosmoldgica. Mientras que para el segundo conjunto de eingenvalores podemos

_9
(uz—1)’

comportamiento es debido a la presencia del potencial del dilatéon en conjunto

una solucién tipo atractor cuando B? < % y v< dominada por la constante

notar que el sistema presenta un atractor cuando u? < % y B? < este
con la constante cosmologica, una constante cosmoldgica corresponde tambien

a un caso extremo de un fluido perfecto con una ecuacion de estado v = 0.

En ambos conjuntos de eigenvalores las componentes dominantes se
pueden ver como una constante cosmoldgica, dindmica como en el segundo ca-

so, que dominara sobre la evolucién del Universo futuro.

7.2. Potenciales tipo e y 9

Se considera el caso donde la expresion para el potencial del campo di-
latonico estd dado por una exponencial, el potencial caracteristico para las
teorias Quintessence, mientras que para el axién lo guifa un potencial tipo
cuadratico.

Esto es
Vy = Voe™?, Vi = b2k%)? (7.13)
Calculando las expresiones correspondientes para U y W y sustituyendo ambos

en el sistema (6.14) se encuentra que
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g = =31 —au® — ay(w® — A?) — &, (y* + 2*) + Iz, (7.14)
A" = —3A - Blw — ayrA+11A,
3 -
v = II=gm+aa)y,
3
Z/ o (H — 577” + d»yaj)z,
v = axu+Iu,

w' = BAl+ aywzr + Hw,

3
I = (1= 2yl

donde la constriccién de Friedmann (7.7) ain se satisface y el valor de II es el
mismo que en (7.8), ademéds se ha hecho la definicién, B = \/pELb :

Cuando se resuelve el sistema dindmico (7.14) de manera nimerica, se en-
cuentra que la evolucion en los parametros de densidad es como se muestra a

continuacion.

0.94
0.84

0.7 4

0.6+
0.54

0.4+

0.34

0.24

0.14

0.0 e ey

Figura 7.4: Se observa como esta teoria no predice, para ninguna época, un compor-
tamiento esperado por el modelo de ACDM. Las condiciones iniciales de las varia-
bles dindmicas para a=1 son: x =0, A =0, u = /0,23, Qpg = 0,7299, Q, = 0,04,
0, =4x107° y w se determina por la consticcion de Friedmann. Los valores para las
constantes son B = 50, &y = 2, &, = 8 y a = 4. En todas la figuras, la integracion
se hizo usando el algoritmo Adams-Badsforth-Moulton. Cada curva contiene alrede-
dor de 5 x 10° puntos.

Si se considera el caso particular cuando el limite de las constantes de

acoplamiento se anulan, se observa que en este caso no se reproduce la evolu-
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cion en los parametros de densidad como se esperaria para el universo observa-

do, como en el modelo ACDM, Figura 7.5.

o= 0

0.9

0.8

0.7

0.6

0.5 —0Q

0.4 DM

0.3

0.2

0.1

0.0 ——— - ——— - H—— ]

Figura 7.5: Se observa como este modelo no predice las observaciones incluso en

el caso particular donde todas las constantes de acoplamiento del modelo son nulas,

Gy = &y = 0. La integracion se hizo usando el algoritmo Adams-Badsforth-Moulton
con alrededor de 5 x 10° puntos por cada curva.

Para analizar la estabilidad de este sistema, como ya se ha hecho anteriormente

se consideran pequenas perturbaciones alrededor de los puntos de equilibrio x,

de tal manera que se obtenga un sistema de la forma

o0x' = Mox,
donde M =

[ —3 + 11 + 622 26y A+ 6Ax =204y + 3y

—0p A+ 62A -3 _Jroéﬁlxg +1 3y A
6y + Gyy 6Ay dl;[x_—kg??f;:g_ﬁ

6xz + a2 6Az 3Vpyz
6ru + au 6Au 3pyu
aypw + 6w 6Aw + Bl 3Vpyw
6l 6Al 3yl

=202 + 3z —2au

3v-zA 0
32y 0
_3

I 20t 0

ayx + 37,2
32U II + ax
3yrzw 0
32l 0

—dew

—BI
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Figura 7.6: Se observan los puntos atractores correspondientes a {0,0,0,0,0,0,1}
dominacion de la constante cosmoldgica en el Universo tardio (izquerda), también el
punto {1,0,0,0,0,0,0} proveniente de la parte cinética del potencial dominado en el
Unierso temprano (derecha).

Los puntos de equilibrio correspondientes al sistema dindmico (7.14) que satis-

facen la condicién (7.7) se muestran en la siguiente lista

{ 0000i\/1—7—20}

3 1 9 1
{—m,i 1 %.0,0, 0,175,0}

v
{&,,0,0,+,/1-a,,0,0,0}
2 0,0 1/6@& »;o% 6 0 :l:\/2a —2awaw+4’ }

\f(ow, —Gy)

Gy T Va@y—an)

{
{
{%,o,i@,wo}
{
{
{

G2 428 Gy —
1 :l:\/2¢+2v¢270,:l: a+a7000}

2(&11)—5(7) ’ ’ Oé,d, (lfy)

3 \/ 2& 2awa7 9 O 0 j:,/ w400y Gy +9 }

3 i‘/4’5‘12{+45‘j&¢_9 I /—,O 0,0 0}
a¢+a

2(ap—ay)? 2(ayp+ay) ’
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. {~3+~,ivaf+i¢:”,o,01 20, 0}
aw a Ozw a a

a2 fa«,a 6 \/2a —2a~ya+4
. { = , £ V26 ) ,0 0}
. { O :*:1/2(1 —2a~,a—9 0 i\/ 4a'\/a+9}
2(@—ay)’ V2(a—ax) (a—ay)

Todos los puntos de equilibrio arriba mostrados son inestables bajo
pequenas perturbaciones, sin embargo el sistema fisico puede alcanzarlos dadas
las condiciones iniciales apropiadas. En otras palabras, el Universo puede evolu-
cionar a través de cualquiera de las soluciones anteriores, y estas pueden ser de-
tectadas en observaciones cosmoldgicas.

Uno de los puntos estables del sistema es {0,0,0,0,0,0,£1} con eigenval-
ores {—3, —2, —%, 0,0, —%(1/ — —)} corresponde a la dominacidon de la cons-

tante cosmologica. Esto ya no es sorprendente y se estudié con aterioridad.

Lo que es sorprendente es la existencia del punto de equilibrio

{O,O,O,O,i\/N% i\/ @ ,0}
Oéfy—CL CL—OZ,Y

el cual puede ser considerado como la dominacién del potencial del dilatén y

del axién, una constante cosmoldgica dinamica. Cuyos eingenvalores correspon-

3 3 / 8_ .
{—3,—3—570,0 5(1:': 1—§aaw>}

Este es estable bajo las condiciones (@ < 0) y (g < éy < 0) 6 (@ >0)y

(0<ay < ) Notese que los potenciales de campo escalar dominan el Univer-

dientes son

so, bajo la COIldlClOIl &, ~ 1/a la cual representa un caso muy especial de un
tipo de Universo, donde la constante de acoplamiento del axion es del orden del

inverso de la constante de acoplamiento del potencial.

Existen dos puntos inestables que surgen para este Universo, {1,0,0,0,0,0,0}

{-1,0,0,0,0,0,0} con eigenvalores dados por
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-3 A
{3,0,3+&,—&¢,3+6¢¢,1+>\,§(1+—)}

3
-3 A
{3,0,3—&,%3—%,1—A,5(1—§)}

estos puntos que corresponden a la dominacién cinética del campo siempre y
cuandoa > -3, -3 <a <0y A > —1 para el primer conjunto, mientras que
para el segundo @ < 3,0 < o < 3y A < 1, haciendo incapie sobre el valor de las
constantes de acoplamiento, estas pueden ser negativas como se requiere para
la estabilidad en el primer caso.

A pesar de que estos puntos muestran un comportamiento inestable, estos
puntos se pueden ver como puntos estables provenientes del pasado, esto es, la
componente cinética del campo dominaba sobre componentes restantes en un

Universo temprano. Esto se puede observar claramente en las Figuras 7.6.

7.3. Potenciales tipo ¢? y 1

Se estudiara el caso donde la expresion para el potencial del dilaton esta da-
da por un término cuadratico, al igual que para el potencial del axion, como se

muestra a continuacién

Vy = a*k*¢?, Vy = b*k*? (7.15)

Haciendo el procedimiento analogo a los potenciales anteriores, calculando los

valores para U y W y sustituyendo ambos en el sistema (6.14) se encuentra que

g = =31 —alu— ay(w? — A%) — &, (y* + 2°) + Iz, (7.16)
A = 34— blw — aprA +TIA,
3 ~
yo= L=gm+aa)y,
3
7= (II— St a.,1)z,
v = axl+Iu,
w' = bAl + aywz + Mw,

3
| g
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donde la constriccién de Friedmann (7.7) aun se satisface y el valor de II es el
mismo que en (7.8). Ademads se ha hecho la definicién, B = \/szb ya = \/pELb.
Cuando se resuelve el sistema dindmico (7.16) de manera numérica, se encuen-
tra que la evolucion en los parametros de densidad es como se muestra a con-

tinuacién, Figura 7.7.

064 o

04

0.2

0.0 e
1E-5 1E-4

Figura 7.7: En esta figura no se pueden observar las tres distintas épocas predichas por
ACDM y esperedas por un buen modelo, ademds existen fuertes oscilaciones a €pocas
muy tempranas, las cuales no se observan en el Universo temprano. Las constantes

de acoplamiento estan dadas por B =50, &y =2, ' =4 y &y = 6. La integracion se
hizo usando el algoritmo Adams-Badsforth-Moulton con alrededor de 5 x 10° puntos
por cada curva.

Si se considera el caso particular cuando el limite de las constantes de
acoplamiento se anulan, se observa que en este caso no se reproduce la evolu-
cion en los parametros de densidad como se esperaria para el Universo observa-
do, como en el modelo ACDM, Figura 7.8.

Para analizar la estabilidad de este sistema, como ya se ha hecho anterior-
mente se consideran pequenas perturbaciones alrededor de los puntos de equili-

brio x¢, de tal manera que se obtenga un sistema de la forma

ox' = Mox,
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084 | —Q

0.6

0.4

0.2

0.0 ! !

Figura 7.8: A pesar de que se ha anulado el acoplamiento del dilaton con los cam-
pos de materia &y = &, = 0 este modelo no reproduce el comportamiento espera-
do por A\CDM. La integracion se hizo usando el algoritmo Adams-Badsforth-Moulton
con alrededor de 5 x 10° puntos por cada curva.

donde M =
[ —3+1I+62% 2ay,A+6Ar —2a,y+3nwyr —20,2+ 32z —dl —2ayw —du
—0p A+ 62A _1?_)[:—0[6251%—’_ 3y A 3vrzA 0 —BI —Buw
6y + ay 6Ay aljxjri?:yyb;; 3,2y 0 0 0
622 + iz 6Az 3yz ~H B %%4_2 0 0 0
ayT + 37,2
6zu + a’l 6Au 3vpyu 3v,zu I 0 a'x
aypw + 6w 6Aw + Bl 3Vpyw 3vrzw 0 &1/’1—5[6+ BA
6xl 6Al 31yl 37,2l 0 0 II

Como uno espera, la cantidad de puntos de equilibrio correspondientes al sis-
tema dindmico (7.16) que satisfacen la condicion (7.7) es el del orden del sis-
tema anterior, por esto solo es conveniente mostrar los puntos que interes fisico,

como se muestran a continuacion.

Los puntos estables del sistema, al igual que los anteriores, son

{0,0,0,0,0,0,1}
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Figura 7.9: Se observan los puntos atractores correspondientes a {0,0,0,0,0,0,1}
dominacion de la constante cosmoldgica en el Universo tardio (izquierda), también el
punto {£1,0,0,0,0,0,0} proveniente de la parte cinética del potencial dominado en
el Unierso temprano (derecha).

{0,0,0,0,1,0,0}

el primer punto presenta eigenvalores dados por

{-2,-20,-2 (1 +./1— §a2> ,—3 (1 +,/1— Zglﬂ)}, los cuales son estables

siempre y cuando se satisfaga la condicion (—% < a < %) y (—% < b <
%) Mientras que para el segundo punto de equilibrio sus eigenvalores son
{-3,-3,-2, —%, 0,0, 0}, el cual siempre muestra estabilidad en una subvariedad
invariante. Ambos puntos representan la dominacién de la constante cosmoldgi-
ca sobre las demas componentes, dindmica como en el segundo punto, por tan-
to, la constante cosmoldgica sera quién determine la dinamica de este Universo.

El punto {1,0,0,0,0,0,0} con eingevalores {3, 3,0, —&y, 3+ &y, 1 +a, %+
&} es inestable siempre que (—2 < &, < 0) y (&, > —1), también el punto
{-1,0,0,0,0,0,0} con eingenvalores {3,3,0, &y, 3 + dy, 1 + @, % — @} mues-
tra inestabilidad para (0 < &y < 2) y (&, < 1). Sin embargo, estos puntos se
pueden interpretar como puntos estables provenientes del pasado, esto es, en el
Universo temprano la componente que governaba sobre la dindmica era la parte

cinética del campo dilaténico como se muestra en la Figura 7.9.
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C.APfTULO 8

Conclusiones

En este trabajo se propuso una interpretacién alternativa para el campo
dilatonico en supergravedad tipo IIB . Esta interpretacion alternativa nos per-
mitiéo comparar este modelo con el de ACDM, el cual ha sido muy exitoso en
sus predicciones. El resultado fue que, al menos en este modelo, la radiacion
parece ser subdominante en todas partes, provocando dificultades para explicar
big bang nucleosintesis. Atin cuando se ve que en este particular modelo de
juguete, el comportamiento parece ser genérico para todas las teorias de cuer-
das. Si este fuese el caso, es posible que los campos dilatén y axién no puedan
ser interpretados como materia obscura o energia obscura, aun asi se deberian
encontrar otros candidatos y explicar por que no se ven estos campos escalares
en las observaciones, o tener que explicar la nucleosintesis usando las condi-
ciones dadas por la teoria de cuerdas aqui mostradas,tener que buscar un me-
canismo para eliminar el acoplamiento entre en dilatén y axién con la mate-
ria a tiempos muy tempranos. Esta tltima opcion es posiblemente la mas real-
ista. Aun si se resuelve el problema de dominacion de la radiacién, hay existen
grandes diferencias entre ACDM 7y teorfa de supercuerdas entre 10? < z < 103,
debido a que dicha teoria predice alrededor de 16 millones de anos de oscila-
ciones en las densidades durante la edad obscura. Sin embargo, ambos mode-
los son muy similares a tiempos tardios, entre 0 < z < 102, probablemente la
unica diferencia durante este periodo es en sus predicciones de la formacion de
subestructura y los centros galacticos. Mientras que ACDM predice un exceso
de subestructura en el universo y un perfil de densidad muy pronunciado, los
campos escalares predicen una cantidad menor de subestructura y casi perfiles
de densidad constante en los centros de las galaxias. La confirmacion de estas
observaciones podria decidir entre estos dos modelos. Estamos conscientes de

que este modelo es aun de juguete, seria interesante estudiar compactificaciones
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més realistas (incluyendo branas y configuraciones orientifold) y ver si estos re-
sultados, incluyendo que los perfiles de densidad de la materia obscura, sobre-
viven y llegan a ser una caracteristica general de la teoria de cuerdas. Si este es
el caso, esta interpretacion alternativa de los campos en la teoria puede permi-
tir establecer un contacto de la teoria de cuerdas con las fenomenologia de la
astrofisica de la materia obscura, i.e. su contacto con observaciones futuras cos-
mologicas y astrofisicas. Concluimos que esta interpretacion puede darnos un
entendimiento mas cercano a la teoria de supercuerdas con cosmologia.

Tambien se ha mostrado que los casos mas simples para la seleccién de los
potenciales del dilatén y del axion en los cuales las ecuaciones de movimiento
para un universo homogéneo e isotropico pueden ser escritas como un sistema
auténomo. Esta forma de las ecuaciones facilita el anélisis de las soluciones in-
teresantes tales que un universo puede transcurrir.

El campo dilaténico actiia como un tipo de quintessence con un potencial
exponencial o tipo cuadratico sin embargo sus acoplamientos con los diferentes
campos de materia hacen la evolucion significativamente diferente para el caso
estandar. En esto casos, se observan que la dominacién tipica del campo escalar
y las soluciones de escalamiento son parte de los puntos de equilibrio del sistema
dinamico. Sin embargo, estos puntos son inestables, pensamos que tal inestabi-
lidad es intrinseca o es impuesta por la presencia de la constante cosmologica.

Se ha visto el caso genérico, donde el campo dilatonico es subdominante
en la presencia de una constante cosmoldgica, a menos que la constante de
acoplamiento sea del orden o menor que el inverso de la constante de acoplamien-
to del potencial dilatonico, en este caso el universo alcanzara una condicién
donde los potenciales del axion y el dilatéon dominaran en él. Este compor-
tamiento parece ser genérico en la teoria axién-dilaton de relatividad.

Existe un punto en el que se requiere un estudio mas cuidadoso para tratar
en el futuro. El sistema dindmico que estudiamos no puede, tener puntos fijos
correspondientes a la dominacion de fluidos perfectos. La razon para este es la
contante de acoplamiento diferente de cero del dilatén con el fluido perfecto &.,.

La ausencia de puntos fijos para la dominacién de fluidos perfectos, en ge-
neral, pueden ser un falla seria del modelo, como el modelo de big bang estandar
requiere la existencia bien definida de la eras dominantes por la radiaciéon y ma-
teria. Como se dijo antes, se investigara si es una fuerte falla o no de cualquier

modelo de materia obscura inspirado en cuerdas.
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Métodos Numericos.

Las Ecuaciones Diferenciales son descripciones matematicas de como las
variables y sus derivadas, influyen en las demas de una forma dindmica. Sus
soluciones nos muestran como las variables dependientes cambiaran respecto a
las independientes. Muchos problemas en ciencias naturales y en campos de in-
genieria son formulados en foma de sistemas de ecuaciones diferenciales, cuan-
do existe la necesidad de obtener un valor niimerico como solucién a este tipo
de problemas, y los procedimientos “exactos” o “analiticos” son incapaces de
dar respuesta se recurre a los Métodos Numericos; esto es, el andlisis nimeri-
co nos permite describir,analizar y crear algoritmos nimericos que nos permi-
tan resolver problemas matematicos.

El objetivo de los métodos numéricos es obtener a partir de un sistema

continuo expesado por un sistema de ecuaciones diferenciales de primer orden

dy
— = f(t,
o = E(ty)
una secuencia de valores del vector de estado y(t1),y(t2),...,y(t;) que
aproximan la solucién del sistema.
Es comun a todos estos métodos la resolucién del sistema de ecuaciones

diferenciales por integracion entre los puntos t;_, y t;11 segin

y(tit1)
Lo,
Y(tifr)
tit1

y(tiv1) = y(ti-r) +/ f(t)dt

ti—r

Dependiendo de la aproximacion de f en el intervalo de integracion sug-
en los diferentes métodos de integracién. Estos se clasifican en metodos de pa-

so simple, o multipaso en funcién de la dependencia de y(t;11) = yit1
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Métodos de paso simple

Los métodos de paso simple calculan la solucién y; .1 a partir del valor de

la funcién y; en el instante t;. Por ejemplo, el método de Euler

Vi1 = Yi + f(ti, yi)h.

Por su parte los métodos de paso miltiple (de n pasos) calculan
la soluciéon y;.1 en t;;q a partir del valor de la funcién y en los instantes

tisti—1,...,ti_ns1. Por ejemplo, el método de Heun

h
Yir1 = Yi + §(f(ti’ Yi) + f(tig1, vim1 + [(ti, y:)2h))

A.1. Metodo ABM

El metodo de Adams-Bashforth Moulton es un método predictor-corrector

de multipaso derivado del teorema fundamental del calculo:

Y(ter) = y(tr) + /tk“ f(t,y(t))dt.

tk

El predictor usa la aproximacion de los polinomios de Lagrange para hacer una
aproximacion de ft,y(t)) basada en los puntos

(te—3, fr—3), (tr—2, fe—2), (tr—1, fe—1) ¥ (tx, fr). Esto se hace integrando sobre el
intervalo [(tx,tx+1)] en (1). Este proceso nos guia al predictor Adams-Bashforth

h
Pk+1 = Yg + ﬂ(—9fk73 + 37fk72 — 59fk,1 -+ 55fk). (A.l)

Como se puede notar, este método no comienza por si solo, cuatro puntos
iniciales deben ser dados para poder generar los puntos [(tg,yx) : k >= 4](esto
puede hacerse con uno de los métodos de paso simple, por ejemplo RK4)

El corrector se desarrolla de manera similar. El valor py; ya calculado
puede ser usado. Un segundo polinomio de Lagrange para f(t,y(t)) se construye,
el cual se basa en los puntos (tx_o, fr—2), (tk—1, fe—1), (tx, fx) y €l nuevo punto
(tis1s frr1) = (tget, f(ter1, Pra1))- Este polinomio es por tanto integrado sobre
[tk, ter1], produciendo el corrector Adams-Moulton.

h
Ykl = Yk + ﬂ(fk—2 —5fp 1+ 19fx + 9fri1). (A.2)
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2=t yt)) z=flt y(t))

byt b b ey b b b

Figura A.1: Los cuatro nodos para el para el predictor Adams-Bashforth
(izquierda) y cuatro para el corrector Adams-Moulton (derecha).

Figura muestra los nodos para los polinomios de Lagrange que son usados
en el desarrollo de las formulas (A.1) y (A.2) respectivamente.

Comparacion de los metodos Rk4 y ABM resolviendo una ecuacion Simple

\ Rk4 \ ABM ‘
Error relativo 0,0925210~% | 0,0203210~4
Tiempo de Célculo 0.05 sec 0.03 sec
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